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1. Uzasadnié, ze zbior
M = {(te® cosa, te®sina,t):  a € ((0,In(2v?2)), t € (1,2)}.

jest rozmaitoscia. Wyznaczy¢ miare powierzchniowa [y (M) (pole powierzchni M).

Rozwiqzanie. Niech g(a,t) = (te® cosa,te®sina, t) dla (a,t) € [0,1In(2v/2] x [1,2] := A. Zbiér A
jest zwarty jako iloczyn kartezjanski dwéch przedziatéw domknietych. Z réwnosei g(a,t) = g(5, )
wynika, ze t = s, a z niej e*cosa = e’cos B i e*sina = e’ sin f. Wobec tego zachodzi réwnosé
e = (e*cos a)2 + (e*sin a)2w = (€” cos 6)2 + (e’ sin 6)2 = 2% zatem a = (. Udowodniliémy
roznowarto$ciowo$¢ przeksztatcenia g na zbiorze zwartym A. Jest wiec ono homeomorfizmem zbioru
A ma zbiér g(A), wiec tez zbioru int(A) = (0,1n(2v/2) x (1, 2) na zbiér g(int(A). Przeksztatcenie g jest

te*(cosa —sina) e*cosa
nieskoc¢zenie wiele razy rézniczkowalne. Zachodzi wzor Dg(a,t) = | te*(sina + cosa) e*sina
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2t2e2 e
te?* 14 e
det(Dg(a,t)T - Dg(a,t)) = t2e?*(e2* + 2) > 0. Przeksztakcenie liniowe Dg(a,t) jest wiec wlozeniem
(injekcja, monomorfizmem). 7 tego wszystkiego wynika, ze g(int(A)) jest ptatem, czyli rozmaitos-
cia, ktéra ma jednoelementowy atlas. Pole powierzchni g(int(A)) jest réwne [, te®ve?® +2dX; =

_fl In( 2\/_t \/Wd)\ Fubini fl i - f V8 amd ﬂ_ % 2f12/\/§ /Z2+1dz =

\/idz:ea do

=3[ sV 1 = (VAT T+ m(z + VT L)}, 5= 3 (2V5 + 2+ vB) — 3 — In 157

Uwaga: Calke V22 4+ 1dz mozna obliczy¢ stosujac np. jedno z podstawien:

=1(1+ %), u=z+ V22 + 1 (podstawienie Eulera);

z=sinhs = L(e* —e7¥), wtedy dz = cosh s = (e* — e™*)ds (tez pochodzi od Eulera);

z =tgp, wtedy V22 +1 = —— dz = (1 +tg?p)dy (to z amerykanskich podrecznikéw, ktérych

cosgp’

autorzy lubia catkowaé¢ funkcje sec® v =

Wobec tego zachodzi réwnos¢Dg(a,t)T - Dg(a,t) = ( ), a stad wynika réwnosé

cos3 x
bo ono narzuca sie, gdy znany jest wynik catkowania, wole metoda prowadzaca do znalezienia catki

funkcji cos™ x, n € Z — to w zasadzie indukcja ).
2. Wyznaczy¢ miare n wymiarowa miare Lebesgue’a obszaru
{xe€(0,00)" 21 +22+ ...+ 2, <1} CR™

Rozwiqzanie. Niech A = {(x1,29,...,21) € (0,1)*: 21+ 29+ ...+ 2, < 1}. Wobec tego

A ={(x1, 29, ..., x) . (T, @9, ..., xp_1) € Ap_1,0 < 2, < 1—(z14+x2+... 4211} . Z twierdzenia
Fubiniego wynika, ze szukana miara to fAnfl(l —(r1+x+ ...+ xpy1))dN =
_fAn . fol—(m1+m2+...+:vn—2)(1 o (1'1 + T 4+ In—l))dzn—ld)\n—2 —
= fAn Ls(l—(z1+aa+ . A 2n9))?dN, o =
~1 fAn 3 1 (x1+z2+. AT 3)(1 — (T ot ... +$n—2))2d$n—2d)\n—3 _
= 3.3 fA 1 — LL’1 —+ i) +...+ $n_3))3d)\n_3 = ﬁ fAn74(1 — (LL’l + i) 4+ ...+ xn_4))4d)\n_4 =
e 1 e

=...= 72.3.___.(71_1) fAnfl (1-— :El) Ld\, = 72.3.___.1@_1) Jo (1 =) day = % O

Uwaga. Jedli B C R"'x{0}iw = (0,0,...,0,h),h > 0iC(B,w) = {tb+(1-t)w: te (0,1)},
to A\ (C(B,w)) = tX,—1(B)h. Zbiér C (B, w) nazywany jest stozkiem o podstawie B i wierzchotku w.
Sktada sie z odcinkow, ktorych jeden koniec jest w zbiorze B, a drugim jest w. Szczegdlne przypadki
to zbior z zadania drugiego, trojkat, ostrostup, stozek, rézne miotetki opisywane przez topologdw.
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Wedle definicji podanej wyzej podstawa i wierzchotek sa poza stozkiem, ale to nie ma znaczenia, bo
ich miara jest 0. Jedli z € R" 1 i p(x,t) = (tz, (1—t)h), to ¢ jest dyfeomorfizmem zbioru R"~1x (0, 1)
na zbior {(xy,x,...2,): 0 <z, < h}, przy czym ¢(z,0) = (0,...,0,h). Dla dowodu wzoru na
miare stozka wystarczy obliczy¢ wartosé bezwzgledna wyznacznika macierzy Dy(z,t), czyli modut
jakobianu. Jest on réwny t"th. OJ

3. Niech g,(x,y) = n2e~@*+v*) i piech f bedzie ograniczona funkcja ciagla na R2. Obliczy¢
limy,—oo (f * gn(,y)).

Rozwigzanie. Ow splot jest zdefiniowany jako fR2 flz — s,y —t)n? e ) I\, =
= [ 5 fle—s y — t)n2e () dsdt = [ fla =2y — E)e_(52+t2)dsdt. Wypisywane

calki istnieja, bo e **~¥" < a funkcja | f| jest ograniczona. Po zamianie zmiennych mozemy

1
1+x2+y2 Y
skorzysta¢ z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod znakiem

calki. Z ciagtodci f wynika, ze lim f(z — 2,y — %)6_(82+t2) = f(x,y)e_(82+t2). Ze znanej rownosci
Jeo e~ (") 4\, = 7 wynika natychmiast, ze lim (f * gulz,y)) = 7f(z,y).

Uwaga. Przed zamiana zmiennych twierdzenia Lebesgue’a zastosowac sie nie da, bo w otoczeniu
punktu (0, 0) funkcja g, przyjmuje ,duze” wartodci. Zamiana zmiennych zmienia sytuacje. [J

4. Gestodé kuli 22 +y% + 22 < 2Rz w dowolnym jej punkcie jest réwna kwadratowi odleglosci tego
punktu od poczatku uktadu wspotrzednych. Znalezé srodek ciezkosci tej kuli.

Uwaga: srodek ciezkosci zbioru mierzalnego B C R™ o zadanej (mierzalnej) gestosci p, to srodek
ciezkosci tego zbioru wzgledem miary p takiej, ze du = pd,.

Rozwigzanie. Niech K oznacza kule zdefinowana za pomoca nieréwnosci a2 + y? + 22 < 2Rz,
wiec o srodku (0,0, R) i promieniu R. Niech z = R + rsina, y = rcosasinf3 i = rcosacos 3,
0<r <R,|al <7, |B] <n. Te wspéirzedne opisuja wszystkie punkty K z wyjatkiem punktow ze
zbioru miary 0.

Zaczynamy od masy kuli K. Jest ona réwna [, (z* + y* + 2%)dA\; =

fﬂfr% I fOR(r2 +2Rr sin a+ R?)r? cos adrdfBda = f:/r?Z [T AR+ 1R sina+1iR%) cosadfBda =
=7 fﬂ/2 TR+ 1R sina+ 3 R%) cosada = 2m(2R°+ 2R°) = 2L R°. Pierwsza i druga wspolrzedna
srodka Clezkos'ci to zera. Wynika to z symetrii wzgledem ptaszczyzn © = 0 i y = 0. Mozna tez
uzasadnia¢ to tym, ze fjﬂ sin8dpg = 0 = f:r cos Bdf3. Zajmiemy sie trzecia wspoirzedna. Trzeba

obliczy¢ catke [, z(2®+y*+2%)d\3 = fWﬁZ I fOR r?+2Rr sin a+ R?)(R+r sin a)r? cos adrdBda =

fﬂ7/ri2 ff R6+ Rfsin a+7 2 RS sin a+2R6 sin? a+1 R6+ RS sin a) cos adBda = 27rR6( + 15+ 2) =
=5T RS, Wobec tego trzecia Wspoirzedna $rodka c1ezk08(:1 kuh K to 38 R=3R O

5. Zalézmy, ze A jest borelowskim podzbiorem R?, a ponadto A\y(A) = 7. Udowodnié, ze

| @ )date = 5.
A

Rozwiazanie. Niech D = {(x,y): 2*+y* < 1}. Wtedy \o(D) = 7. Niech A, = A\Di A, = AND.
Mamy )\Q(A ) = )\Q(D \ A oraz fA LU2 + y2)d>\2 =z >\2(A ) = )\Q(D \ A fD n 1’2 + yz)d)q Stad
fAZL’ +y d)\g fA x+y d)\g"‘fA :L’—l-y d)\2>fD\A$C+y d)\2+fA x+y)d)\2
—fDx +y?)dNy = fofw 3dtdr—— 2r=7.0



6. Funkcja f: R — R, klasy C?, spelia warunek f”(x) > 1/(1+ 2?). Udowodnié¢, ze f nie ma
asymptoty.

Rozwiazanie. Zauwazmy, ze jesli funkcja f ma asymptote o réwnaniu y = ax + b przy x — oo,
to dla dowolnych ¢, d € R funkcja g zdefiniowana wzorem g(x) = f(z) — cx — d tez ma asymptote i
jest nia prosta o réwnaniu y = (a — ¢)x + (b — d). Dodatkowo zawazmy, ze f”(x) = ¢”(x). Oznacza
to, ze zamiast funkcji f mozna rozpatrywaé funkcje g zdefiniowana jako g(x) = f(x)— f'(0)z — f(0),
dla ktorej spelione sa rownosei g(0) = 0 = ¢/(0).

Zalézmy, ze prosta y = ax + b jest asymptota funkcji g (przy x — o0). Oznacza to zachodzi
réwnosé :ch—>nolo (9(x) — (ax + b)) = 0, zatem xh_)rglo g(m—m) = a. Poniewaz ¢"(x) > 7z > 0 dla kazdego
x € R, wiec funkcja ¢’ jest $cisle rosnaca i wobec tego istnieje wh_}rgo g'(x). Z reguty de I'Hospitala

wynika, ze lim g (z) = lim @ = a i oczywiscie ¢'(z) < a dla kazdego x.

Zachodm rOwnosé fo )dt =¢'(z)—¢'(0) = ¢'(x), w szczegblnosci a = fo '(t)dt. Stad wynika,
ze —b = lim (ax — g(z)) = lim fox(&—g/(u))du = fo (a —¢'(u))du = fo foo g"(s)dsdu Fubini

r—00

= [ [y 9" (s)duds > [;° [3 1+152dUd8 = fy zds = 1931520 In(1 + 2?) = oo, co przeczy temu, ze
beR. D



